
ch a
. Multcwlkuearty

.
l

,dahave mautkcolkneaeyF
,

Jal ,thy2 tc -ab, c - onst .

왜 문제인가 ?

Moder) y - 또 = β 3
.(-↓) + β2 (le - 2) + ε

월로

[ : ] =
(
엠 ) ,

← , y =×β+ a . 명방: 품
)×=지 ×

ㅠXnL -1

XTX = 되X라지고 코 (X리-*DC- π ] = [
함
많 ?(

= ( X리 -지) (X전Ʃ (=-2P
]

×단거 =
* s-

s [ 앱S ]
×y =

디
(- 지얼-π

)
] =( )

코 (타 - *) [월-Y )

Var (β ) = σ2 (×TX)기 .

Var
β

(, ] = 52. *-S. Sa

=

β 짐
1
s.

=
면

, 휴
쯤

, |"미의이면Var
) 교= 섬 의 의미 X .

가너무클 경우,



*Model7 Y돌 = β ad ← 는
← Eβ2 d2

Y플 = 옳대, β 트 .
) ⇒ 합 = 0

제곱합 = f .

한
*

=

-살지. 설
*
=

X-설*☆

E7 Y= XB+ E .

XTX =

지쌀니p=" ](
XL1

= * × [I " ]
Var(Bz ) 는 건시기에 따라 → 00

Iu general , VFF
;
= s;= FR 2= μ

;← xXg,

reg . 한 R
2

,

* Multicolkneaey :① Var k .

② XTX not invert:Cexthemelymanysolutons).

Back to poly - reg .

Y = Bot βixt fretε ⇒ centerng하면Grr(( &
-②),

(
&-* p] = 0 .

다중공선성 진단
,

① Corr .mat7x = XTX의 off - diagoual term .

⇒ parn 에만 useful
. [ orr 크지 않아도 다중공선성 발생 가능 ) .

② vIF: 5 나 10이상한경우,

③ ergensystem analysis of XTX
. s andctrou number : =

λ
n
> 100

.

⇒ sol .

Adding additzonal data. ← 크연 (XX) 1물안정
.

I Model selectron
kidge Reg.



Modelsele

Fall : Y를 β,X1 + β=Xi2 + Er → Van(p . ) =켐 = MS(, 7
( - bras = o )

.

Subset : φ는 = β . Xl + εi

G Bis=
Ʃ

= X리Y,

E(β( □ = E (ƩX 리 Y)

= Ʃ X리 ( β . X리 +βa =).

=

B 1 Ʃ설P + β2 ƩXr2.
= βit Bom bras

.

MSF (Ris ) =Varlpis ) + bras2

= p+ [ 2업P

= rr+ B2엄
몇

P =⇒ MSE ( Bis) < MSE ( B, )

pf) 2+ β 2
엄

< (찮 ) . 1>ㅇ'

1l subseetter1 i,

쁨 < 급
→ 마이 이연 출연크다.

' 함금

Ridge s brased es.
(MSd) . βλ= ( X**xI)+XTy.

propertres (a) Ba 는 LSE 의 선형변환

( b ) brased. = Ex β - β = - λ LXTX+ xL5 β .

c) Var(βx] = (×*+xI] -| (×
x
]L *TX+* I] 1 .

(a )βλ =CXTXtxI) +xy

= CTXTTLJLXTXM n
β

드 Ex
β
.

(b)
bras (β≥ ) = (☆* ) - β = Ex β - β .

= [ CTX+xz)+* TX-Ip]β .



=

P
C LXt * *+그- λ ( ×*txz1- ± ] β .

= - ☆ CX*+λ I]-
1

β .

(c) . Var ( βy ) = Var ( EKB)
= Ek Var(β) EK

= ② [π+ λI]H (×TX) [XXTλIJ-
1

MsE of nidge es"

MS( Px] = E [ ( β *- β )- β)]

= 티퇴 ( P* z -β; ) = ( Bs-β z):

= 최 (VarlB, z) + bius 대).

I
Ʃvan ( βxiz ) =+ r (Var(z ) )

I basn B *= bras ( a ]rbras ( y).

= [ E (*7-β]
「

[ E()- β ].

If At - bas↑, vard .

T) If ×X= I ,bras( β×) = - xls +λ I]1 β
=

- λ [ ( itx )z ]
+

β .

* bras (Bx]
+ bas( βλ)= ☆

β←( ( Hx) I )+
(
(tx)2) β

= 최곱P β,

2s it ≥=0, blas= 0
.

λ→ 1
,
bras? R .

π] sf π*= s
,

Var( βx ) = ≈ ((+x ) ± )| ((+x)z]
- 1

+r(Var(y)) = r급* p → λ= 0 이연 σ

λα . do



How to compute βx ?

×* ( 습돼 ] * = |)
⇒ (섯×)**Y*

op
= CXTX + λL γ H×y

(ep )× p, Cnxp) × 1 .

⑤ 추가성질
,

1 . βx는 penalized least- squares 의Soluton
.

mn형 ( Yi- βo- β 란치
- βKtkP subzect to Ʃβ≤ s.

←) 댐[ y-×β)T
( y-×β)+λβ Ts,

* YAL - XA βJ
(

YA- XA β)(= YIYA - BTXATYA -Y*XAB TBXAT*β I
= YTY - BTXTY - YYP + BTXTXβ+ λBβ .

2금

=p= - 2×Ty + 2*성 + 2*급 = 0

(×+☆2)βλ= XTy.

2
. Ridge est. β고 : shankage est. [OLSe→o) .

* If *= I , β* = CXTXtPZ
)

HXTY= *txI*

조 = .
* Generally , use SUD = X= UPVT D=drag ( de …. dp* ) .

WXP XPP ×PPXP, UTU= IF VTV= UUT

Note that XTX= V PTUTUDF = UBVT .
(U=V -1 )

β
,
= C×TX+λL )+ XTy

= ( V( τt λ L)tvbuly.

= [ UUT
+

xuuτ
) -+ upury

= [ VLD+λ I]TJT VDTY
②



= Vτ JH ( 4xz)t
r - v ply .

= √ Cβt λ I]
1 UTvDUTy

= √ CrtxL)-| Duty .

Pefine 또 = XV = UDVTV . = UD

β컷 = U ( t
λ

I )+호Ty
.

~ 7

0 LS로표현됨을보이자.

pf, consden Y= Xβ+ε
= XVUTB t ε

= 호at ε (X=또 , Vβ=α)

Then , Ro2s = [호
「
또) +ty

= PUTUD ITY

= D
2

VTXTY

정 = VTOp ]그 UTVCtλ IJ1 UeXTy

= CP+λIJH RoLs

∵
*
, 고 = +λ. 2 ous

, .
s if x= 0 , αxj

= Rovsj

λ R.ZLL Rous
.I

shronk .

3
.

MSE (Bx )의 일반적인계산. ( X*FI) .

MSㆍ (βx ) = ε[ β*-β 「(-β)?

= +r (Van(x)) ← ε (β(2 -β)+(()-β).
τ) +r ( lar (βx ) ) = +n ( (×*+xL)+ (×*) (×*txz)+ )

= t 대( UDT+ λ v(← )- 0U←
[ U라TF☆ VV←)+ )

」
= p

2 tr[ Y( +*zYUN (β+xz)-τ )

= γ
"

tr [ (rtxz)| = ( D' +x=)+ ) = 최xp



π] 고(Bx]-β = E (X+ x ±)-1 ×Ty ) - β

= E CCTXt λL)+ ×TXB- β

= [XXT AIJH ×TX β - β

= [ [VT+ λUVT5 |UUT - UVTJ β

= K (+λ LJ'VTVY 「-VUT ] β

= √ [ (+* z)-
P

- I JVTB

= VECp*xz)
1 p- IJVT

」EC ()- β; [()- β ]= α TC (+λ±]-+p -IJTVTVC ( p +x2)"
p
2- I] αα

: 활.이 ☆ * ×=-구☆

⇒ MS( P] ] = 취겨λ)
+
p+xP2

L 7If λ= 0 ,USE =P
2

.

λ r + r( var ( px) )↓ ,bras?
.

→ 적절히 선택
.

⑤ PrenrpalComponent Reg . s ergenrectors

Y = Xβ+ E ←> Y = XVuTβt ε
*= C 1 I 17

= ⑤atE .

L 아… p
⇒ α

sε=
[ I「호]'호Ty Ia proncrplomponents .

= Dt ay
,

= X들의 ITnear comb

[ 「 =VTXTXV
= UTVDVTV = ) .

D .
2

,dragonal ⇒ 항상Tnneb.



Var(a) = 2호]= =
D1

Var ( β ) = Var( Va ) = √( *] VT

= 2VDILT

I aTVDluTa .

Var ;)= 지최옮) .

Chio
.

Variable Seleetron .

L7 motivatlon : to 때prove preofparam, estimates .

= MSE
.

Why usefal ?

Consider model 2. - Y = ilit BalztE .( fall ) .

- →Var (
β
, ) =참(

티 β , ) = β 1 canbrased) ,

Consider subset model - y= Bilit E .

-, lar (β , ) = 52 . hwk 참조
,

( ∅티 β ( ) = β it γaBa 2

^pf ' busubs= , = Sy = Ʃ
(x라 화 )yi

Var (β , ] = 는 (마타 - () β
γ

2
= Si

,
α
2

= 52 .

티 β 쉬) =치가라 - ) (β o+β *β t로 = β, + βar.

LG
29 . (Hi- 호 λ←β,티가치-

규

) β+ β:( t라 -)티금)
.

compare Use :
1명 < 챦 1

if r의 - subest

IBalk5 : subset
.

↑ X
(nase 보다 영향 ↓ .

5MSe (, S7 M ← (β, full) .



Cirterla for Subset Seleetron .

① 금=
sS

=1 ss태금 p=1…
-kt .vamable의 개수.

. (
f

1)valmes for each p
,

∞ pR , Rp h .

(max :

p = ktl ) .

② Adjusted . = - ㄱ (1 -R )

= 없
.

s - = |-M .

I on MsE E7 muy Rap) .
③ MSE =

SS

,
④Mallo'sp .= S ☆

:-n

+ 2p.

Lex She = y
( 8 -Pp) y .

E

(SSe(p)]= μ T
( I-Pp)µ+ ( u-p)r 2

.
( =quadraticform) .

= µτG-PP) µ ←la-→ p'?

ECME)

= ECME) t (n-p]52
.

⇒ E티M
팀 =E(SS금) -

nt 2 p. ←
p π e☆

.
)= 쁨티픔

* model mor 의이해

M티 = 는 (-)== μ - μ) 「
u -m ) .

= "MulR
= "M

- PY 12

= "µ - P lutE 71R

= Iµ- Pullkt Palk
.

= UTCI-P )µ ← E
τ PE

타 (M고) = µ
(

I-P)u+ 2 +r(P) = µ ((I-P) utp



ECCP) = E(SSe(- ne2.
^

= * ( µ
(
I-P)µ←( np)52

) - u +2p.

= uT(S-β) 급 ← p

=트

→ ε(9) = P . f U= Xpβp CU가 P로 단벽히 영).

bras = O .

* Preditronenor.

. βP = CXPTXP)
-

XpTy . p =Xp,
new obsYi*

=

llr ← ε

FPF) = Ʃ(K *-p )
?

= * ← ( 니*
U

≈) - ( p-µ≈))
=

.= Ʃ 「 E (Y*-Uβ- 2 고 [( π 리-날)). + E (p=KPF .

= Ʃ 티장←Ʃ E (리 p-Mip
52

Ʃ (P-U: P = Ʃ ε (Y 리 -ε(업 p
)+티)-Ux

②

= Ʃ Var (gp) ±2ㆍ티니팅티p ] )(티니다µ)
융수

+ ( 타이라)-µp

*Van(yp)
= n ( Varlyip)] ← Ʃ ( 티업p>rP

= var ( ×) = p
2

. p + ≡ lUp-l:p
= XPR (XPxp5lXp

- ".(PE )=nr 2+pr 2+Iµ0-r = uIu

µp = E(Py ) = P Ely) =Pe =Up구형… γ

티µp-µip=.

- uePu = utC2- P)u .

②

2는Up E(PE)= (n+p) 52t e(Z-P)U .

.

M-U



*estimatorif EPE ,

p
, f .EPE= 고

*
- Y☆PSSE (P)

= 티날 - 구
= ←(I-P)µ t Cnxp) 52

E(SS←(
P)] = µ (I

-P)U + (n-p )52
.

= EPE - 2P22 .

≡PE = sSe (p
) + 2p2

G CP와의 관계 = CP =
SS금- n+2p .

=

e
름명 - w . ⇒

P팅 ≡ Gd .

* Cross - Validatron .

p* = m람 a(p
,

. LoocV ' . = 김 현 (Mi -XipP ( βi - estrmate of β %ith obs)

- PE 와의 관계 . PE = Ʃ( -업P

→ CV는 PE mimc한것
.

YI, Yn -

Yi
*

(new obs)로 생각 ,

- CV= 하하-
앓. = 김 리 y는~설업)

= PREsS resideal. ei)

pf) Y= - *
업호
= Y: - 설 ( ∞ .(×* )*내한살>)

=

는 -였려
e

= 트
새.

-

Gp = 슈 티쁨
) ?→

idge= 하티끊다()β
. A*활을

( βx = × (×*+xL )H×

듀에 bepeand
)
.

*
. CVG),

µ
S&(x) .PSE( A)의관계| 목표=CU-→PSE→MSE2 .

퉈

cu(x) = 뉴 Ʃ( 는-F*()P

{ MS(λ) = 금 Ʃ ε ( F
*
()-f) )

2

PSE(☆ ) = 금 Ʃ 고 (it-f *) )
2



②

ECCVC 브 티 Y는-(P

= Ely 는 - f (li)+ f (l)- * *(라 ))
×

= ElYi-fl
]

+ 2lf 탈)> (f+ 평하대 )?
≈ ≥

~ 면X
」

+ E ( f(마라F*리 ] ]
2

=
2+ ε ( f (l2)-국(잖>=

ECy* -* ( 달22 = ε(
yK ←.f ) +fler ) -* ))

=

= e (K* -f)]
2

+ 2 티 K *f() )(f)-*탈))

+ (f()-←☆ (7 ) 2
.

= r
2

+ (fllil-F*) )
과

s assume that **(U) = fx (r) ,ECcllx)≈psE( A).
나

Lsest of PSe
.

또한 PSe(x) = 하 (
r
2 +E(5) - *(탈) )

= " + 금도 고 ( f ()-정탈 ))

= 2
+MSE (x) . arg,

PSe (x] = argmMSelx).

⇒ PE와 USE는 equrvalent .
④AIC= - 210g

()+ 2 p.

= n log (
SS
태금) + 2p .

(in oLS)

⑤ BzC = - 2 lg (1+ plog (n ,

= n log (
SS쁨) + plog( n) .



t Vamable Seleetan .

①All possible .
② forwand Selectron

total : 2↑ =몬 ) total : + tk = 1 + Pl글

h
.

Hull nodel
- y= Bo tεMo :

③ Backward imnon
J . MI - ka largest .

④Stepwese. :
MK .

3
. stopping ule : p

* 미리설정
( Partral ε < F*

혹은 µ (… -Mk⑫ CP 가장 낮은 모델
,

Ch 12 .

Noulknear Reg .

s
.
kneartce

.

s fle, θ J

2 -

y =
θ 비H

tθ벌
+ E

.

호 = + 호 → 안될수도.

< Nonlknear Reg .

에서의 투정 .

발 = f(r , θ ) + ε"

s (θ ) = (yi -ffr , θ )3 - →raut to solve .

JGaUss - Newton

f (; : θ ) = f(X리빙 + (
)(.- 0 -. ).

= fi 0 + 취황 β}

← )
yKfi = 취Z β조

∞ = Z . Ro tE .
3 β = ( E. z. 76

.

1 ‰

∠-S
.

습 = . - θ o .

C
. θ .

이라하자.

-

. . Tkl = Gk + Pk .



ch 3. GLM .

θ=glu) = .
* Exponentral fanily .

fanctzon of loaton
β param .

θ - canonrcal param .

tly : θ , φ ) = exp ( y
0 -(
)+cly

,$) .)p - desperson param .

① Porsson
.
PCst과

fly, µ) = µ
y

= exp( ylogu-μ -10g( y: ) .) .

l 0g µ= θθ b () =exp( θ). a @ )=. (Cy , ① )= - log (y ! ) .

∞

② Binomial Dest'u
.

fly, p) = (업 ) py a-p)my = exp ( yl1og( 뮤 )

. + nlog(-p) + log (업 ) )
.

log p = θ .

,
blθ)= log ( l + e

θ)
.

a (d)= 1 . cly , ④ 2 =
lg (y ] .

M

≈7 P = e
θ
(-P).

E7 P=
브
lte.

③ Normal pist
'

n

fly,µ , a ) =
없
e-* 지 ↑P = ep /y- 채음- - *g (πr))

µ=θ - b (θ)= *.
a
( $) = ① .ly,φ )= 최금니g ())M

σ
2
= ∅

< Exponentralfamly 의 성질 > ,

① E[럽 ] = o . ( lla , diy ) = lgfly: θ ,0)).

pf, 티 21gfly,업 )= f logfly
,

급 flyi θ, o7 dy

]
=

/
∞ fly,급. )- flyθ+4 ) . dy

= oSfly,θθ) dy = 비= 0 .

② 티] +티 [더 ] = .

^

|



[
마 )
연 ! . %

ks

+없습다,"인다 ..쁨마급개
= SL " + ( alog fly급P fly ,θ, p ]] dy

⇒ 리) ← 티 J호 =.

l = y)
t(
θ)( ly, ① ).

① 티) = 티y-,
=

0 .
ε

r ly) =
bl(θ)

-

② 티6 ) + 티fβ) =-β뷰 ( )+티)P

= -

b뷰(①) +
Va(①). = 0 an bar (y )

= aldb"(θ ) .

쯔 Normal
b" (θ )=µ . Bin(θ)= neㅋ=nPC-P)" θ)며
a (0)=.

acO며
a(0) = 52

Varly)= le .

Varly ) = up ( lp) . Varly)= δ
2

.

* GlMl concept .

일반적 y = fla, β)tE .

Eg ) = f(e, β) . ⇒ y =ly ) t ε .

µ= ly)depends on y = µβ ,

y = glu ) .

g : inkfunron
.

* Logrstrc Reg .

respouse var . 이
bnay인 Iinear 모델 (의 문제 2 ,

e = HB← Ex



es Assume Yi ~ Ben [πz)

이 때 l]=E 이므오는 =카 π별 아 -π

1 varlyi ] = ε(yi
) -C (KP

= F≡ - πr
②

Fconst .

O 드 타양) 드 」 ut 이 노의 보장X.

Consider logrstic veg .

y = Ey)tE .

티y를= exp
이:

= π는 . 갈 =β .

π= ( ] 라 연ni= g( ππ).g=
ht

= nk fen
.

① Logt model .

π = u (y ) = expM )
= 타y).

n = g
(π)=10 g

( ) 계수의 의미 한ds = ,)
regressor하나인 경우g(π←) ) =luπ

*( ] = βo+ βi×

g (π(세] = ln (
π서]= β . +β i ( ×+12 .

la(,]- ln π) = β .
×, | 증가시

odds ratw = e
β, odds of y 가 eβ ol .

(2) Estrmaron . = Ely) ) .

Note that K
d
Bemoullr × fly ) …fly . )[

는 다나렸=
.

.

<( β ) = (π (*)2y는( 1-π(r ))y
는

l = l0g
<(β) = y : lag π포 + ( l-yi) log( 1-πr) .

듦 = 들달



너 다고 ƩY는 는-
도.

= Ʃ
때

'

나= 우β) ] - ( , p3

= π=C1-E.

… β
=
Σ K-π) 설

7 Nenton - Raphson이용해 해찾가 .

③ probrt model
.

y = ly]t ε
= πε

= g( n ) t ε

-
→
호
.sonmal 의 df. 즉 arte fea

= δt . (π) ,
y 2 = 또C β ) + E를

③Complemeneary (og- log .

yr = TtEr

= lrexpl-exp[B))+ Er ,

, gπ=" .g
(
-og
(
-π ) ?

* odds rattovs .onfiugency table .

X= O 계
⇒

odds ratio = = 대음..
.

0 noo nol Uoo

벼 no hl

Tnlogstrcneg
.

π=exp(β.tXPIβ+β I×)

π (×= 0) = IP(| 1 X= 0) -
= eβ .

π 피 ×= ) =미 11 ) = eqe
βo
+,

앉=.) = e
☆.
=

(다리)=음
.

.

.
)
e
β
' =어이

nuπ디셔)= e β
o+β↑ =P(셔금(↓=이셔 ] =. 이

=>oddsvaxio일치



* Porsson Reg .

: canonrcalparam .θ=log μ .← 7U =exp θ

y = µtE .
= exP ←

「

B)tE

↑
l

B .

ch 14 . Fane Seres
.

* frrst order Autoregneesswe Enon

modd .YEPotBile t ? ε t= PE더 t
=
whtenorse .

θ

( la. dt are ndey , ~N(0 ,
2 )

.)

ετ - 1 = AEt-2 + de- .

Et
-2 = β Et-3 + dt -α

:

⇒
εt = β (Pae-at aen ) t at

.

= β β
(

ε t-3 + dt-a) ) +patn + dt .
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= ou dt -u.
propee ① E( E←) = 0

② Van(ε t ) =01
③ (o. ( E← , ε←- 더 ] =2F

② * CoulEe, ε n )=②
④ Conr Cεe, ε터 ) = β * Cor (Ee, En)= pu .

pf) ① ( ε←)= ( Epudt-u) = Ʃpu eCdeu) = 0
.

② Var (Ee) = Var ( Ʃpudtu) .

= Ʃ 0
m

Var ( deu) = 52 Ʃ0
u
= α *② , Pl.
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) =( ε더 ) - e(at ] e () s.
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= / (etpdey topa. -] [ d++Paeat) .
de t pEt
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= ECP ε2 ) = β
var(ε더 ] = y= ,

④ arrlee
,
Eer ] = wrlEe,

디v에

= 행, = β

* 추정 Geratrveupproadh .

YE βot βi dat ε뉴
Let yt

'
= yt - pyt , { t-y tde .

( &= dt- β lt-. × sYt =+Ht -| ←P오더

ㅇ

dt
nleyp N Lo, r22 .

⇒ Yel = β.
'
+ β ike

'
tㅇ

「

= εt - AEe- l .

but β를 모른다.

1 .ye =BotridetEt →oLS yeebtan .
→ β= Ʃe떠

e,
m
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. obtalnye'

=

ye- β Py더
( H디 = t- Ade- .

3
.
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. Drw .

5 새로운 et로 update . Luntl P=
to
accepted. ) .

First diff : 여 => β.
'
= β o (-β

)
.

{ Yel =ye- ye-1 .

le' = He - det .


