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Introduction

• 스케일은 지리학의 근본 개념 중 하나

• Remark. 공간적 스케일의 종류: 지도 스케일, 지리 스케일, 측정 스케일, 작동 스케일

• 서로 다른 프로세스가 서로 다른 스케일에서 작동하는 경우 빈번함

• e.g. 어류 종 밀도의 감소 ←− 기후변화(global) + 남획(local)

• 그러나, 상이한 작동 스케일에 관한 정량적 연구는 거의 진행되지 않음

• 예외: Bayesian Nonseparable Spatially Varing Coefficient (SVC) Models
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Introduction

• GWR은 공간적 이질성을 탐색할 수 있는 가장 대표적인 도구 [Brunsdon et al., 1996]

• “평균적인” 전역적 관계
OLS

대신 설명변수와 반응변수의 관계가 공간적으로 변동하도록

• 한 지역에서의 GWR 모델은 다른 지점의 데이터를 “빌려” 거리에 따라 가중치를 부여

• Tobler의 지리학 제1법칙에 부합

• 공간데이터의 공간적 의존성 또한 활용할 수 있음

• SGWR (Semiparametric GWR)의 개발

• 전역적 관계와 국지적 관계를 동시에 고려할 수 있도록 함
• 한계: 모든 설명-종속변수의 관계가 서로 다른 작동 스케일을 가진다면?

−→ 가장 강력한 모델의 탄생: MGWR (Multiscale GWR)
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Model Formulation & Calibration (1): GWR

yi =

m∑
j=0

βj(ui, vi)xij + εi, (1)

• n개 지점의 (1)을 하나로 표현하면: y = (β ⊗X)1+ ϵ (⊗는 요소별 곱)

• y: n× 1 종속변수

• X: n× (m+ 1) 행렬

• 1: (m+ 1)× 1 벡터 (각 원소: 1)

• β =


β0(u1, v1) · · · βm(u1, v1)

...
. . .

...
β0(ui, vi) · · · βm(ui, vi)

...
. . .

...
β0(un, vn) · · · βm(un, vn)

 =



β⊤
s1
...

β⊤
si
...

β⊤
sn


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Model Formulation & Calibration (1): GWR

yi =

m∑
j=0

βj(ui, vi)xij + εi, (1)

• k번째 지역의 위치를 sk 라고 하면, 가중치 행렬은 (Wsk)ii = K(d(si, sk), h)

• d(·): 거리
• K: 커널

• h: 대역폭(Bandwidth)

• Model Calibration: β̂(sk) = (X⊤WskX)−1X⊤Wsky

• Weighted Least Squares Method로 추정
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Model Formulation & Calibration (1): GWR

yi =

m∑
j=0

βj(ui, vi)xij + εi, (1)

• Hat Matrix (Projection Matrix) [Joubert De Bellefon et al., 2018]

S =


x⊤
1

(
X⊤Ws1X

)−1
X⊤Ws1

...

x⊤
n

(
X⊤WsnX

)−1
X⊤Wsn


n×n

• ŷ = (β̂ ⊗X)1 = Sy

• e = y − ŷ = (I− S)y

• cf. WLS의 Hat Matrix: X(X⊤WX)−1X⊤W
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Bandwidth Selection

• GWR(과 SGWR)에서는 하나의 대역폭만 필요

• 대역폭 선정 기준: Goodness-of-Fit Measures

AICc = 2n ln(σ̂) + n ln(2π) + n
n+ tr(S)

n− 2− tr(S)
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Model Formulation & Calibration (2): SGWR

yi =

ka∑
j=1

ajxij(a) +

kb∑
l=1

bl(ui, vi)xil(b) + ϵi, (2)

⇔ y = X(a)a+ (β ⊗X(b))1+ ϵ

• xij(a): 전역적 설명변수 (j = 1, . . . , ka) → X(a)

• xil(b): 국지적 설명변수 (l = 1, . . . , kb) → X(b)
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Model Formulation & Calibration (2): SGWR
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Model Formulation & Calibration (2): SGWR

• Model Calibration: (ka + 2)번의 GWR과 1번의 OLS

1. 각각의 전역적 설명변수 xj(a)를 X(b)에 대해 ka번 GWR 하고 종속변수 y를 X(b)에
대해 GWR 하여 잔차 eX(a)와 ey를 구한다.

S∗
GWR =


x1(b)

⊤ (
X(b)⊤Vs1X(b)

)−1
X(b)⊤Vs1

...

xn(b)
⊤ (

X(b)⊤VsnX(b)
)−1

X(b)⊤Vsn


n×n

where Vsi is the weight matrix

eX(a) = (I− S∗
GWR)X(a)

ey = (I− S∗
GWR)y

14 / 58



Model Formulation & Calibration (2): SGWR

• Model Calibration: (ka + 2)번의 GWR과 1번의 OLS

2. ey를 eX(a)에 대해 OLS를 통해 전역적 (편)회귀계수 â를 구한다.

â = (e⊤X(a)eX(a))
−1e⊤X(a)ey

= (X(a)⊤(I− S∗
GWR)

⊤(I− S∗
GWR)X(a))−1X(a)⊤(I− S∗

GWR)
⊤(I− S∗

GWR)y

= (X(a)⊤WX(a))−1X(a)⊤Wy

3. y −X(a)â를 X(b)에 대해 GWR 하여 국지적 (편)회귀계수 b̂를 구한다.

(b̂⊗X(b))1 = S∗
GWR(y −X(a)â)
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Model Formulation & Calibration (2): SGWR

• Derivation of SSGWR (−→ AICc에 대입, 대역폭 선택)

ŷ = X(a)â+ (b̂⊗X(b))1

= X(a)â+ S∗
GWR(y −X(a)â)

= X(a)â+ S∗
GWRy − S∗

GWRX(a)â

= X(a)â+ S∗
GWRy − S∗

GWRX(a)(X(a)⊤WX(a))−1X(a)⊤W︸ ︷︷ ︸
0 (∵ W=(I−S∗

GWR)⊤(I−S∗
GWR))

y

= X(a)â+ S∗
GWRy

= X(a)(X(a)⊤WX(a))−1X(a)Wy + S∗
GWRy

= SSGWRy

∴ SSGWR = X(a)(X(a)⊤WX(a))−1X(a)W + S∗
GWR
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Model Formulation (3): MGWR

yi =

m∑
j=0

βbwj
(ui, vi)xij + ϵi, (3)

• 기존의 Model Calibration과 Bandwidth Selection 방법 적용하기 어려움

• 각 위치에서 변수마다 서로 다른 대역폭을 지님
• 가능한 변수별 대역폭 조합의 가짓수가 너무 많음

• GAM(generalized additive model)에서 사용하는 Back-Fitting Algorithm 이용

y =

m∑
j=0

f j + ϵ
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Back-Fitting Algorithm
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Back-Fitting Algorithm

Back-Fitting Algorithm for a MGWR Model Calibration

1. 최초의 f̂j 설정
(
j = 0, 1, 2, . . . ,m

)
2. 잔차 계산: e = y −

m∑
j=0

f̂j

3. e+ f̂k = y −
m∑
j ̸=k

f̂j 에 대해 xk로 GWR을 적합하여 bwk, AICck, β̂k 업데이트

4. 2, 3을 k = 1, 2, . . . ,m 에 대해 실행

5. 추정값의 차이가 수렴할 때까지 2, 3, 4 반복
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Back-Fitting Algorithm: 두 가지 결정

1. 초기값 (국지 회귀계수 추정량) 설정

• 0

• 전역적 모델 (일반 OLS)의 추정량

• GWR의 추정량

−→ Rule of Thumb: GWR 추정량
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Back-Fitting Algorithm: 두 가지 결정

2. 알고리즘 종료 조건 (수렴성 판단)

• SOC-RSS: RSS의 변화율

SOCRSS =
|RSSnew −RSSold|

RSSnew

• SOC-f: GWR smoother의 변화율

SOCf =

√√√√√√
1

n

p∑
j=0

n∑
i=1

(f̂
new

ij − f̂
old

ij )2∑
(
∑

f̂
new

ij )2

−→ 모두 scale-free; 아래 분석에서는 가법 항들의 차이에 주목하는 SOC-f 선택
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Caveat

• 해석 및 비교를 용이하도록 하기 위해 각각의 변수를 평균 0, 표준편차 1이 되도록
정규화(standardize) 할 수 있다.

• 정규화 할 경우 채택된 대역폭은 설명변수와 종속변수 간 관계의 작동 스케일로
해석, 비교할 수 있다.
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Simulation Design 1

• DGP: yi = β0(ui, vi) + β1(ui, vi)xi1 + β2(ui, vi)xi2 + ϵi

• x1, x2 ∼ N(0, 1); ϵ ∼ N(0, 0.52) 로 100개의 데이터 생성

• 다른 공간적 이질성 수준의 Parameter Surface: MGWR이 더 잘 모델링하는가?

• β0 → βzero = 3

• β1 → βlow = 1 +
1

12
(u+ v)

• β2 → βhigh = 1 +
1

324

[
36−

(
6− u

2

)2][
36−

(
6− v

2

)2]
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Simulation Design 2

• DGP: yi = β0(ui, vi) + β1(ui, vi)xi1 + ϵi

• x1, x2 ∼ N(0, 1); ϵ ∼ N(0, 0.52) 로 100개의 데이터 생성

• 같은 공간적 이질성 수준의 Parameter Surface: GWR과 MGWR 비슷한 결과?

• β0 → βlow = 1 +
1

12
(u+ v)

• β1 → βlow를 90도 회전
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Evaluation Methods

1. 대역폭 비교

• 가설

• MGWR은 공간적으로 동질적인 관계와 이질적인 관계를 잘 구분한다.

• GWR의 단일 대역폭은 MGWR의 변수별 대역폭의 평균이다.

• 비교에는 적응형 대역폭(:= 국지 회귀에 이용되는 최근린 이웃 수)을 이용한다.

[Oshan et al., 2019]
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Evaluation Methods

1. 대역폭 비교 (cont.)

• Adaptive Bisquare Kernel은 다음과 같이 정의된다:

wij =


[
1−

[
dij
Gi

]2]2
if dij < Gi

0 Otherwise

• dij : i와 j 지점 간 거리

• Gi: M
th Nearest Neighbor와의 거리

• M : AICc 비교를 통해 구한 최적의 Nearest Neighbor 개수
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Evaluation Methods

2. 회귀계수 추정의 정확도

• GWR과 MGWR 추정의 정확도는 회귀계수별 RMSEj를 통해 평가된다.

RMSEj =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(
βj(ui, vi)− β̂j(ui, vi)

)2
3. 적합도 (Goodness of Fit)

• RSS (MGWR에서는 변수별 weight matrix가 상이하므로 AICc 계산 불가*)

• Note. RSS는 단위-의존적이고 모델 복잡도에 대한 페널티를 주지 않음

RSS =

n∑
i=1

(yi − ŷi)
2
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Evaluation Methods

4. 계산 효율성

• 한 번의 Model Calibration에 걸리는 시간으로 정의한다.

• MGWR이 GWR에 비해 더 많은 시간이 걸릴 것으로 예상된다.
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Initialization and Convergence Criteria

Simulation Design 1 - Data Set 4의 Back-Fitting Algorithm 작동 결과 (최초 추정량: 0)

• SOCf ≤ 10−5, 즉 5번째 반복 이후 부터 대역폭이 수렴하는 것을 확인할 수 있다.
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Initialization and Convergence Criteria

최초 추정량 설정에 따른 Simulation Design 1 - Data Set 4의 대역폭 수렴 과정 (SOCf ≤ 10−5면 종료)

• 최초 추정량의 설정과 무관하게 동일한 값으로 수렴이 이루어진다.

• 0, GWR-추정량, OLS-추정량 중 GWR-추정량을 초기값으로 설정했을 때 가장 수렴
속도가 빠르다.

−→ 아래 분석에서 최초 추정량은 GWR 추정량, 종료 기준은 SOCf ≤ 10−5으로 설정
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Simulation Design 1: Results

1. 최적 대역폭 선정 결과

• GWR(b∗) vs. MGWR(b∗0, b
∗
1, b

∗
2)

• MGWR이 세 가지 스케일 포착함
(Heterogeneity ↑, Bandwidth ↓)

• b∗0: 큰 대역폭 → 전역적 프로세스
• b∗1, b

∗
2: 작은 대역폭 → 국지적 프로세스

• b∗: 공간적 이질성 수준의 가중 평균으로
이해 가능 (가중치: 변수별 설명력)
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Simulation Design 1: Results

1. 최적 대역폭 선정 결과

• y ∼ x1(b
∗
1)vs. y ∼ x2(b

∗
2)

• b∗1이 b∗2보다 항상 낮은 값

→ y ∼ x1이 y ∼ x2보다 더 국지적인
프로세스라는 사실이 확인된다.
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Simulation Design 1: Results

2. 국지 회귀계수 추정 정확도

• RMSE

• 모든 parameter에서 MGWR이 더 낮은
RMSE를 보임

• β0에서 GWR-MGWR 추정량의 차이 큼
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Simulation Design 1: Results

2. 국지 회귀계수 추정 정확도

• True vs. Estimated Parameter Surface

• β1, β2에 비해 β0의 차이가 크다.

• GWR의 “평균” 대역폭의 크기가 β1, β2

의 MGWR 대역폭과 유사한 반면 β0의

대역폭은 훨씬 크기 때문
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Simulation Design 1: Results

3. 적합도

• RSS,
∑

ϵ2

• OLS는 데이터의 공간적 이질성을 충분히
설명하지 못함
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Simulation Design 1: Results

3. 적합도

• RSS,
∑

ϵ2

• GWR의 RSS가 MGWR에 비해 더 낮음

• GWR에서는 절편이 공간적으로 변이
→ 잔차 효과의 일부를 설명

• 이는 Overfitting에 기인한 것으로 실제
DGP와는 맞지 않는 정보
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Simulation Design 1: Results

4. 계산 효율성

• 모델 적합에 걸린 시간

• Initial Values: GWR 추정량

• Convergence Criterion: SOCf ≤ 10−5

• MGWR 평균 소요 시간: 4.8분
(GWR의 약 8배)
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Simulation Design 2: Results

1. 최적 대역폭 선정 결과

• GWR(b∗) vs. MGWR(b∗0, b
∗
1)

• 중간값: 거의 동일
(∵ 동일한 공간적 이질성 수준)

• 분산: b∗ < b∗0, b
∗
1

(∵ b∗는 b∗0, b
∗
1의 평균)

39 / 58



Simulation Design 2: Results

2. 국지 회귀계수 추정 정확도

• True vs. Estimated Parameter Surface

• 변수별 공간적 이질성 수준이 동일하므로
예상과 같이 GWR과 MGWR의 추정량이
거의 같다.
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Simulation Design 2: Results

2. 국지 회귀계수 추정 정확도

• RMSE

• 변수별 공간적 이질성 수준이 동일하므로
예상과 같이 GWR과 MGWR의 추정량이
거의 같다.
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Simulation Design 2: Results

3. 적합도

• RSS,
∑

ϵ2

• OLS는 데이터의 공간적 이질성을 충분히
설명하지 못함

• GWR과 MGWR 모두 높은 정확도로
원래 데이터를 추정함
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Simulation Design 2: Results

4. 계산 효율성

• 모델 적합에 걸린 시간

• Initial Values: GWR 추정량

• Convergence Criterion: SOCf ≤ 10−5

• 0.6분 (GWR) vs. 3.15분 (MGWR)
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Irish Famine Dataset [Fotheringham et al., 2013]

• 관측지 개수: 2,317개 선거구 (Electoral Divisions)

• 종속변수: 1841년과 1851년 간 인구 증감 (Note. 아일랜드 대기근: 1841-1850)

• 설명변수: 8개

• Grain Cultivation (곡물 수확량)

• Mean Elevation (평균 고도)

• Average Holding Size (평균 토지 면적)

• Potato Cultivation (감자 수확량)

• Urban Proximity (도심 근접성)

• Workhouse Proximity (구빈원 근접성)

• Population Density on Cropped Land (경작지 인구밀도)

• Distance to Coast (해안까지의 거리)
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Irish Famine Dataset

Predictor Variable GWR MGWR

Grain Cultivation 136 2,316
Mean Elevation 136 81
Average Holding Size 136 365
Potato Cultivation 136 86
Urban Proximity 136 66
Workhouse Proximity 136 210
Population Density On Cropped Land 136 91
Distance To Coast 136 2,316

• GWR과 MGWR으로 구한 변수별 최적 대역폭

• 인구 증감에 영향을 미치는 변수별 작동 스케일이 다름 (global-regional-local)
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Irish Famine Dataset

1. No Variation (Global)
- Distance to the Coast

• MGWR (2,316)

• 전역적으로 0에 가까운 음수

• GWR (136)

• 지역에 따라 음수, 양수 혼재
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Irish Famine Dataset

2. Regional Variation
- Workhouse Proximity

• MGWR (210) vs. GWR(136)

• 추정량 거의 비슷 (∵ 대역폭 유사)

• MGWR 추정량이 좀 더 지역적(덜
국지적)이고 0에 가까움

• 서부와 남서부에서는 구빈원이 인구
감소를 억제하는 역할
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Irish Famine Dataset

3. Local Variation
- Mean Elevation

• MGWR (81) vs. GWR (136)

• 추정량 거의 비슷 (∵ 대역폭 유사)

• MGWR 추정량이 좀 더 국지적

• 서부: 고저차가 커서 높은 지대에서 감자
재배보다 방목을 함
→ 대기근으로 인한 피해 적음

• 다른 지역: 고저차가 적어 높은 지대에서
감자 재배 (배수 좋음)
→ 대기근으로 인한 피해 큼
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Conclusion

• MGWR: GWR의 확장

• 변수별 영향력의 공간적 이질성이 동일하다는 가정을 완화
• 다른 스케일의 프로세스가 복합적으로 영향을 미치는 경우 고려할 수 있게 됨

• Back-Fitting Algorithm을 이용한 Model Calibration

• 결과: 설명변수마다 서로 다른 대역폭 지정

• 변수를 표준화할 경우, 각각의 대역폭은 일종의 “작동 스케일”로 해석 가능

• 두 종류의 시뮬레이션 결과: 변수별 영향력의 작동 스케일 정확히 파악

(1) 변수별로 다른 공간적 이질성 수준 → (GWR과 달리) 서로 다른 대역폭 지정

(2) 변수별로 같은 공간적 이질성 수준 → (GWR과 유사한) 비슷한 대역폭 지정
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Further Research

1. MGWR에 활용할 수 있는 AICc와 같은 Goodness-of-Fit Measure의 개발

2. Local R2, Local 표준오차, Local t-값에 대응하는 통계량 개발

3. MGWR의 계산 효율성 제고

4. MGWR과 SVC 모델을 비교할 수 있는 지표 개발

5. MGWR에 관한 통계적 추론: 유의성 검정 절차의 개발
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Additional Materials: Inference in MGWR [Yu et al., 2020]

• GWR as a GAM

y =

k∑
j=1

f j + ϵ

ŷ =

k∑
j=1

f̂ j where f̂ j =

x1j β̂1j...

xnj β̂nj


Since β̂ij = ej(X

⊤WiX)−1X⊤Wiy,

f̂ j =

x1jej(X
⊤W1X)−1X⊤W1

...
xnjej(X

⊤WnX)−1X⊤Wn


︸ ︷︷ ︸

Rj : Hat Matrix for f̂j

y
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Additional Materials: Inference in MGWR

• The Hat Matrix in MGWR

• Initialization using GWR Estimates:

ŷ =

k∑
j=1

f̂ j =

( k∑
j=1

Rj

)
y = Sy

• Regress xj against f̂ j + e: (GWR)

f̂ j + e = f̂ j + y −
k∑

j=1

f̂ j = Rjy + y − Sy

f̂
∗
j = Aj(f̂ j + e)

= Aj(Rjy + y − Sy)

= (AjRj +Aj −AjS)︸ ︷︷ ︸
R∗

j : Updated Hat Matrix

y
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Additional Materials: Inference in MGWR

• The Hat Matrix in MGWR (after regressing xj)

S∗ = S−Rj +R∗
j

• Local Standard Errors of the Parameter Estimates in MGWR

f̂ j =


x1j β̂1j
x2j β̂2j

...

xnj β̂nj

 =


xij 0 · · · 0
0 x2j · · · 0

0 0
. . . 0

0 0 · · · xnj

 β̂j = diag(xj)β̂j

β̂j = [diag(xj)]
−1f̂ j = [diag(xj)]

−1Rjy = Cy

Var(β̂j) = diag(CC⊤σ̂2) where σ̂2 =

∑
(yi − ŷi)

2

n− tr(S)
→ β̂ij√

Var(β̂ij)
∼ tn−tr(S)
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